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LG1 cam on

Trude hét, toi xin gii 161 biét on chan thanh dén PGS. TS. Nong Qubc
Chinh da huéng dan to6i hoan thanh ban luan van nay. Khi bat dau nhan
dé tai thuyc sy toi cAm nhan deé tai mang nhiéu noi dung méi mé. Hon nita
v6i von kién thiic it 6i cing véi kinh nghiém lam dé tai khong nhiéu nén to6i
chua thyc su tu tin dé tiép can dé tai. Mic du rat ban ron trong coéng viec
nhung Thay van danh nhiéu thoi gian va tam huyét trong viéc huéng dan,
dong vien khuyén khich toi trong sudt thoi gian toi thic hién dé tai. Trong
qué trinh tiép can dé tai dén qua trinh hoan thién luan vian Thay luon tan
tinh chi bao va tao diéu kién t6t nhat nhat cho t6i hoan thanh luan vian. Cho
dén bay gio luan vian thac si ciia toi da duge hoan thanh, xin cdm on Thay
da don doc nhic nhd toi.

T6i xin tran trong cam on Ban Giam hiéu, Khoa Toan - Tin va Phong Dao
tao cua truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén. T6i xin tran trong
cam on cac Thay, Co da tan tinh truyen dat nhiing kién thitc quy bau ciing
nhu tao moi diéu kién thuan loi nhat dé toi hoan thanh luan van nay.

Toi xin tran trong cAm on Ban giam hiéu, cac thay co gido truong THPT
Ng6 Thi Nham - Ninh Binh noi to6i cong tac da tao diéu kién gitp do toi
hoan thanh cong viéc chuyén mon tai nha trudng dé toi hoan thanh chuong
trinh hoc tap cao hoc.

Cubi ciing, toi xin chan thanh bay té long biét on dén gia dinh, ban be,
nhitng ngusi khong ngting dong vién, hoé tro tao moi dicu kién tot nhat cho
toi trong sudt qua trinh hoc tap va thuc hién luan van.

Thai Nguyeén, thang 10 nam 2019
Tac gia

Nguyén Thi Thu Ha



MG dau

Day Fibonacci duge dua ra va nghién citu tit nhitng nam 1202. N6 dong
vai trd quan trong trong nhitng van dé khac nhau ctia Toan hoc va thu hat
su quan tam cta rat nhiéu nha Toan hoc. Miac du da dugc biét dén tu rat
lau doi nhung con kha nhiéu cac van dé lien quan dén day Fibonacci va cac
md rong clia n6 con chua duge nghién ctu. Vi thé nguoi ta luon tim cach mé
rong day Fibonacci dé ting dung vao nghién citu cac bai toan cu thé. Mot
trong cac huéng ma rat nhiéu nha toan hoc quan tam do 1a cach xay duyng
cac day s c6 tinh chat dep tuong tu nhu day Fibonacci hosic 1a xay dung
cac diy s6 md rong cia day Fibonacci.

Nam 2007, Falcon va Plaza da dua ra dinh nghia vé day k-Fibonacci dé
ing dung vao nghién cttu bai toan phan viing 4 tam giac c6 canh 16n nhét.
Bai toan phan viing 4 tam gidc canh dai nhat (viét ngan gon la 4TLE) dugc
xay dung bang céch ndi trung diém ciia canh dai nhat véi dinh déi dien va
dén diém giita ctia hai canh con lai. Bai toan nay ducgc dua ra va nghién
cttu béi tac gid M.C. Rivara vao nam 1996. Gan day c6 rat nhiéu két qua
lien quan dén day k-Fibonacci. Khi k& = 1 thi day k-Fibonacci chinh 1a day
Fibonacci. Hon nita khi & = 2 thi day k-Fibonacci chinh la day Pell. Do
do6 véi nhitng két qua da biét vé day Fibonacci va day Pell ching ta c6 thé
mé rong cho diy k-Fibonacci. Ngudc lai, tit cac két qua cho day k-Fibonacci
chting ta sé c6 ngay cac két qua tuong ting cho cac day Fibonacci va day Pell.

Muc tiéu ctia luan van 1a trinh bay cac két qua vé day k-Fibonacci va ing
dung ctia n6. Cac két qua chinh trong luan van dudc viét duya theo cac tai
ligu [1], [2], va [3].

Noi dung chinh cta luan vian duge trinh bay trong ba chuong. Chuong 1
danh dé trinh bay mot s6 tinh chat cia wéce chung 16n nhat va cac tinh chét
quan trong cua day Fibonacci. Dac biét la cong thiic Binet, né dugc dung

trong rat nhieu cac chiing minh sau nay.



Chuong 2 danh dé trinh bay vé day k-Fibonacci. Trong chutong nay chiing
toi trinh bay vé ham sinh, cong thic Binet va cac tinh chat ctia diy k-
Fibonacci. Dic biét 1 cac cong thiic dong nhat clia day k-Fibonacci. Cac két
qué trong chuong nay dugc viét theo tai lieu [2] va [3].

Chuong 3 trinh bay vé mot sé ing dung cu thé ctia day k-Fibonacci. Dic
biet 14 moi lien hé v6i bai toan phan viung 4 tam gidc ¢6 canh 16n nhat. Hon
nita tit moéi quan hé véi dang ma tran ctia cac 4nh xa phiic R L chiung ta

thu duge mot s6 két qua quen biét vé day k-Fibonacci.



Chuong 1

Mot s6 kién thitc chuan bi

1.1 Uéc chung 16n nhat

Muc dich ctia tiét nay la trinh bay mot s6 tinh chat quan trong vé uwdc
chung 16n nhat ctia mot day cac s6 nguyén duong, duge diing cho cac chitng
minh § cac phan sau. Cac két qué trong tiét nay duge viét theo tai ligu [1].

Dé thuan tien cho trinh bay ta ky hieu uéc chung 1én nhat ctia mot day
cac s6 nguyen duong aq, ...,a; t > 21a ged(ag, ..., a).

B6 dé 1.1.1. Cho m,n,q la cic s6 nguyén duong. Gid si n|q. Khi dé, ta co
ged (m + g, n) = ged (m,n).

Ching minh. Theo gia thiét n|g nén ¢ = rn, véi r 1a s6 nguyén duong nao
d6. Dat g = ged (m + rn,n) thi ta c¢6 g [(m + rn) va g |n. Do d6 ton tai céc
s6 nguyén duong 71,79 sao cho n = rig va m + rn = rog. Do d6

m=ryg —rn = (ro —1r) g,

nghia la g|m. Lay tuy y s6 tu nhien d € N sao cho d|m va d|n. Suy ra
d|(m 4+ rn). Két hop v6i g = ged (m + rn,n) tasuyrad |g. Vay g |ged (m,n) .
Vi thé ged (m + g,n) = ged (m,n) . []
B6 dé 1.1.2. Cho m, n la cic s6 nguyén duong. Khi dé n|m khi va chi khi

ged(m, n) = n.

Chitng minh. Gia st n|m ta can chiing minh ged (m,n) = n. Vi n|m nén
ton tai s6 nguyen duong ¢ sao cho m = gn. Suy ra ged (m,n) = ged (gn, n) .
Ta sé ching minh khang dinh trén bing quy nap theo ¢q. Véi ¢ = 1, ta c6

ged (n,n) =n.



Gia st dang thic ding véi ¢ > 1, ta chitng minh dang thitc dung véi ¢ + 1.
That vay theo B6 dé 1.1.1 va gia thiét quy nap, ta co

ged (gn 4+ n,n) = ged (gn, n) = n.

Vay diéu kién can dugc ching minh.

Nguge lai, gid st ged (m,n) = n ta can chiing minh n|m. That vay, vi
ged (m,n) = n nén ton tai s6 nguyén duong ¢ sao cho m = gn, nghia la
n|m. Vay diéu kien du duge chiing minh. O

B6 dé 1.1.3. Chom,n, q la cic s6 nguyén duong. Khi do, néu ged (m,n) = 1
thi ged (m,ng) = ged (m, q) .

Chitng minh. Gia sit g = ged(m, q) va ¢’ = ged(m, ng). Suy ra ¢'|m va
J'|ng; glm va g|q. Vi g|q nén g|ng. Suy ra g ‘g/. T cac diéu kién

ged(m,n) =1, glmva g'|ng,

ta suy ra ¢'|¢. Mat khac g = ged(m, q), do d6 ¢'|g. Vay g = ¢ . O

1.2 Day Fibonacci, ham sinh, cong thic Binet

Dinh nghia 1.2.1. Day s6 Fibonacci, ky hieu (F),)

cong thitc truy hoi
FO = 07
=1,

Fn+1:Fn+Fn—1 (7%21),

»en dugce dinh nghia béi

4 day F), 1a s6 hang thi n cta day sd Fibonacci.
Tt he thitc truy hoi ciia day Fibonacci ta c6
Fn+2_Fn+1_Fn:07

v6i moi n > 0. Do do6 ta ¢6 phuong trinh 2—r—1=0 hay 2=+ 1.
Nhan hai vé ctia phuong trinh véi 2! ta duoe

"t =" " (1.1)



Ro rang néu o 1a mot nghiém ctia phuong trinh (1.1) thi 1 — ¢ ciing 1a mot
nghiém ctia phuong trinh (1.1). Do d6
P = " v (L) = (1 —)" + (L= )"
V6i méi cap s6 thuc a, b, ta dat F,;, (n) = ap™ +b(1 — ¢)". Khi d6 tat ca

cac ham nay thda man hé thic truy hoi Fibonacci.

Dinh nghia 1.2.2. Cac ham F,; (n) = ap” + b(1 — ¢)" duge goi 1a ham

sinh.

Trong Dinh nghia day Fibonacci, cac s6 hang clia day dugc cho dudi dang
truy hoi nén khi sit dung day doi khi gip kho khan. Ménh dé sau day cho
ta cong thic tuong minh cua day Fibonacci va duge goi 1a cong thic Binet.
Cong thic Binet duge sit dung hitu hiéu trong cac chiing minh sau nay.

Meénh dé 1.2.3. Day s6 Fibonacci duge cho bdi cong thiic
<1+\/5>” . (1 . 1+\/5>"
2 2
V5 |

Ménh dé 1.2.4. Cho n la mot s6 nguyén duong. Khi dé, ta cé

F, =

ged(Fy, Fryp) = 1
Ching minh. Gia st
g = ged(Fy, Fy1) # 1.
Khi do, ta ¢6 g |F, va g|F,+1. Theo cong thiic truy hoi ctia day Fibonacci
i — Fy=Foy, (n>1).

Suy ra g|F,_1. Lap lai qua trinh ta c6 g|1, diéu ndy mau thuan véi gid thiét.
Vay gcd(F,, Fri1) = 1. O

Meénh dé 1.2.5. Cho m,n la cic s6 nguyeén duong. Khi dé, ta co

Fern - mfl.Fn—i—Fm.FnJrl. (12)



Chitng minh. Ta sé chiing minh khing dinh trong b6 dé bing quy nap theo
n. V6i n = 1 dang thitc (1.2) tré thanh

Foit = Fp 1. Fy + Fu.Fo.

Ta c6 Fy = F» = 1 nén dang thitc can chiing minh thanh F), 1 = Fy,—1+ F).
Ding thiic nay luon ding theo dinh nghia ctia day Fibonacci.
Gia st dang thic (1.2) ding véi n = k, nghia 13

Fm—i—k’ = Fy 1. by + Fm-sz—f—l-
Ta can chiing minh ding thic dang véi n = k + 1, nghia la

Fokr1 = 1. Frp1 + Fy Figo.

Ta co
Fogkrt = Fonve1 + Foge
=Fp 1P+ Fp+ Fo1 Py + Fo Fro
= Fy1(Fy, + Fp—1) + Fn(Fi + Fipa)
= 1. Fpi1 + By Fryo.
Vay theo quy nap ta c6 diéu phéi chting minh. ]

Két qua sau 1a he qua truc tiép ctia Ménh dé 1.2.5.
Hé qua 1.2.6. Cho n la s6 nguyén duong théa man n > 1. Khi do
oy = Fo(Foo1 + Fupa).
Chidng minh. Ap dung B dé 1.2.5 ta ¢6
Foim=Fy1.Fn+ Fy.Foa.
Thay m = n ta dudgc
Fo, = Fy 1. b+ Fo by

— Fn(Fn—l + Fn—i—l)'
[]

B6 dé 1.2.7. Cho m,n la hai s6 nguyén duong sao cho m|n. Khi dé, ta cé
Fo|F,.



Ching minh. Vi m|n nén ton tai s6 nguyen duong ¢ sao cho n = gm. Ta

sé chiing minh khing dinh trong b6 dé bang quy nap theo ¢. Véi ¢ = 1, ta

c6 n =m, do d6 Fy,|F,,. Gia sit khang dinh trong bo dé 1a ding véi ¢ > 1.
Ta chiing minh dang thic ding v6i ¢ + 1. Theo Ménh dé 1.2.5, ta c6

qu+m = qm—lFm + quFm—H-

RO rang Fy,|Fy—1F . Theo gia thiét quy nap F,|Fyp. Do d6 Fp|Fyn Fra.
Vay
Fm|(qu—1Fm + quFm+1) = qu+m-

Bé dé 1.2.7 cho ta mot hé qud truc tiép sau.
Hé qua 1.2.8. Néu n la mot hop so khdc 4 thi F, la mot hop so.

Chitng minh. Vi n 13 hgp s6 khéac 4 nén ton tai s6 nguyén duong m > 2
sao cho m|n. Theo Bo dé 1.2.7 ta c6 F,|F,, nghia la F, 13 hop sb. O

Meénh dé 1.2.9. Cho hai so6 nguyén duong m,n. Khi do
ng(Fma Fn) = Fgcd(m,n)'

Chitng minh. St dung phép chia véi du, ton tai cic s6 nguyén duong g, 71
sao cho
m=mnqgo+7ry, 0<r <n.

Két hop v6i Bo dé 1.2.5, ta c6
ged (B, F) = ged (Fgo—1Fry, + FugoFryv1, F) -
Theo Bb dé 1.2.7 ta c6 F,|F,,,. Do d6 theo B dé 1.1.1 ta c6
ged(F, Fr) = ged(Frg—1Fr, ).

Mit khac ged (Fy,, Fy,) = ged (Fy,, Fy,) . Tiép tuc qua trinh cho dén n cing
v6i thuat toan Euclide, ta nhan dugc

ged(F, F,) = ged(F,

Tk—1

FTk)D



